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Êàôåäðà èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé
Â ïðåäëàãàåìîé ñòàòüå ðàçâèâàåòñß èñ÷èñëåíèå âçàèìíî TW -ñâßçàííûõ
íå÷åòêèõ âåëè÷èí (äëß ñëó÷àß ñëàáîé òðåóãîëüíîé íîðìû TW ). Ïîëó-
÷åíû ìåòîäû èäåíòèôèêàöèè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèß âîçìîæíîñòåé
âçâåøåííîé TW -ñóììû äëß ñëó÷àåâ, êîãäà âñå ëåâûå è/èëè ïðàâûå ôîð-
ìû íå÷åòêèõ âåëè÷èí (L,R)-òèïà îäèíàêîâû, è êîãäà îíè ðàçëè÷íû,
ôîðìóëû äëß ðàñ÷åòà ãðàíèö åå α-óðîâíåâûõ ìíîæåñòâ.
Calculus of mutually TW -related fuzzy variables in the case of weak triangu-
lar norm TW is developed. Identiﬁcation method of possibility distribution
function of weighted TW -sum is proposed for fuzzy variables of (L,R)-type
with same and diﬀerent shapes as well as formulas for computation of its
α-level sets' boundaries.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: âçâåøåííàß ñóììà, ñëàáàß t-íîðìà TW , T -ñóììà.
Keywords: weighted sum, weak t-norm TW , T -sum.
Ââåäåíèå. Ïîä âçâåøåííîé ñóììîé íå÷åòêèõ âåëè÷èí ïîíèìàåòñß âîçìîæ-
íîñòíàß ôóíêöèß ñëåäóþùåãî âèäà:
f(λ, γ) = λ1A1(γ)⊕T λ2A2(γ)⊕T . . .⊕T λnAn(γ) (1)
ãäå λ = (λ1, ..., λn) ∈ En+ (íåîòðèöàòåëüíûé îêòàíò n-ìåðíîãî Åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà), Aj(γ)  íå÷åòêèå (âîçìîæíîñòíûå) âåëè÷èíû, ïîíèìàåìûå êàê Aj(·) : Γ→
E1, ãäå Γ  ýëåìåíò âîçìîæíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà (Γ,P(Γ), pi) [13, 16, 1], ⊕T 
îïåðàöèß ñóììèðîâàíèß ïî ñîîòâåòñòâóþùåé t-íîðìå T .
Âçâåøåííûå ñóììû òàêîãî âèäà èñïîëüçóþòñß â çàäà÷àõ âîçìîæíîñòíîé îïòè-
ìèçàöèè ïðè îïðåäåëåíèè ìîäåëåé êðèòåðèåâ è îãðàíè÷åíèé. Ê íàñòîßùåìó ìî-
ìåíòó õîðîøî èçó÷åííûì ßâëßåòñß ñëó÷àé, êîãäà â êà÷åñòâå t-íîðìû âûñòóïàåò
TM (x, y) = min(x, y), êîòîðàß ìîäåëèðóåò óñëîâèå íåâçàèìîäåéñòâèß (ìèíèñâß-
çàííîñòè, TM -ñâßçàííîñòè) âîçìîæíîñòíûõ âåëè÷èí. Äëß ýòîé t-íîðìû õîðîøî
ðàçâèòî èñ÷èñëåíèå íå÷åòêèõ âåëè÷èí, øèðîêî èñïîëüçóåìîå â âîçìîæíîñòíîé îï-
òèìèçàöèè.
Äëß ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ ðåøåíèß çàäà÷ âîçìîæíîñòíîé îïòèìèçàöèè è ðßäà
ïðèëîæåíèé òåîðèè âîçìîæíîñòåé, âàæíûì óñëîâèåì ßâëßåòñß óìåíèå àíàëèòè÷å-
ñêè íàõîäèòü ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèß âîçìîæíîñòåé âçâåøåííûõ ñóìì âèäà (1), à
òàêæå α-óðîâíåâûå ìíîæåñòâà, íåîáõîäèìûå äëß ïåðåõîäà ê äåòåðìèíèðîâàííûì
ýêâèâàëåíòíûì àíàëîãàì äëß ðßäà ïîñòàíîâîê çàäà÷.
Íàõîæäåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèß âîçìîæíîñòåé âçâåøåííîé ñóììû íå÷åò-
êèõ âåëè÷èí îñíîâûâàåòñß íà òàê íàçûâàåìîì èñ÷èñëåíèè âîçìîæíîñòåé  íàáî-
ðå ïðàâèë âûïîëíåíèß îñíîâíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ è ïðîñòåéøèõ àëãåáðàè÷åñêèõ
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îïåðàöèé íàä íå÷åòêèìè âåëè÷èíàìè (ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå, óìíîæåíèå íå÷åòêîãî
÷èñëà íà ÷åòêîå ÷èñëî).
Â ïðåäëàãàåìîé ñòàòüå ðàçâèâàåòñß èñ÷èñëåíèå âçàèìíî TW -ñâßçàííûõ íå÷åò-
êèõ âåëè÷èí äëß ñëó÷àß ñëàáîé òðåóãîëüíîé íîðìû TW . Ïîëó÷åíû ìåòîäû èäåí-
òèôèêàöèè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèß âîçìîæíîñòåé âçâåøåííîé TW -ñóììû âèäà (1)
äëß ñëó÷àåâ, êîãäà âñå ëåâûå è/èëè ïðàâûå ôîðìû íå÷åòêèõ âåëè÷èí Aj(γ) îäè-
íàêîâû, è êîãäà îíè ðàçëè÷íû, è ôîðìóëà äëß ðàñ÷åòà ãðàíèö åå α-óðîâíåâûõ
ìíîæåñòâ.
Â ïåðâîé ÷àñòè äàííîé ñòàòüè ïðèâîäèòñß ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò òåîðèè âîç-
ìîæíîñòåé, íåîáõîäèìûé äëß äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé.
Âòîðàß ÷àñòü ïîñâßùåíà òðåóãîëüíûì íîðìàì (t-íîðìàì). Â íåé òàêæå äàíî
îïðåäåëåíèå âçàèìíî T -ñâßçàííûõ âîçìîæíîñòíûõ ïåðåìåííûõ è T -ñóììû íå÷åò-
êèõ âåëè÷èí.
Â òðåòüåé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñß âçâåøåííàß TW -ñóììà, îñíîâàííàß íà ñëà-
áîé t-íîðìå TW . Äîêàçûâàþòñß äâà ñëåäñòâèß, ïîçâîëßþùèå óñòàíîâèòü ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèß âîçìîæíîñòåé âçâåøåííîé TW -ñóììû íå÷åòêèõ âåëè÷èí ñ îäèíà-
êîâûìè ëåâûìè (ïðàâûìè) ôîðìàìè è TW -ñóììû íå÷åòêèõ âåëè÷èí, ó êîòîðûõ
ôóíêöèè ïðåäñòàâëåíèß ôîðìû ðàçíûå. Äîêàçûâàåòñß ëåììà, ïîçâîëßþùàß íàéòè
ãðàíèöû α-óðîâíåâûõ ìíîæåñòâ âçâåøåííîé TW -ñóììû.
Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷åòâåðòîé ÷àñòè ïðèâîäßòñß ïðèìåðû îïðåäåëåíèß ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèß âîçìîæíîñòåé âçâåøåííîé TW -ñóììû íå÷åòêèõ âåëè÷èí è ãðàíèö
åå α-óðîâíåâîãî ìíîæåñòâà.
1. Ýëåìåíòû òåîðèè âîçìîæíîñòåé. Äëß íà÷àëà ââåäåì íåîáõîäèìûå îïðå-
äåëåíèß è ïîíßòèß èç òåîðèè âîçìîæíîñòåé [13, 16, 1, 2].
Ïóñòü èìååòñß ìíîæåñòâî Γ (ìîäåëüíîå ìíîæåñòâî), γ ∈ Γ  åãî ýëåìåíòû,
P(Γ)  ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Γ.
Îïðåäåëåíèå 1. Âîçìîæíîñòíîé ìåðîé pi : Γ → E1 íàçûâàåòñß ôóíêöèß ìíî-
æåñòâà, îáëàäàþùàß ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:








pi(Ai), ∀Ai ∈ P(Γ),∀I.
Îïðåäåëåíèå 2. Òðîéêà (Γ,P(Γ), pi) íàçûâàåòñß âîçìîæíîñòíûì ïðîñòðàíñò-
âîì.
Ïóñòü (Γ,P(Γ), pi) åñòü âîçìîæíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî.
Îïðåäåëåíèå 3. Âîçìîæíîñòíàß (íå÷åòêàß) âåëè÷èíà  ýòî âåùåñòâåííàß
ôóíêöèß
A(·) : Γ→ E1,
âîçìîæíûå çíà÷åíèß êîòîðîé õàðàêòåðèçóþòñß åå ðàñïðåäåëåíèåì âîçìîæíî-
ñòåé µA(x):
µA(x) = pi{γ ∈ Γ : A(γ) = x}, ∀x ∈ E1 (2)
µA(x)  âîçìîæíîñòü òîãî, ÷òî A ìîæåò ïðèíßòü çíà÷åíèå x.
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Îïðåäåëåíèå 4. Íîñèòåëåì âîçìîæíîñòíîé âåëè÷èíû A íàçûâàåòñß ÷åòêîå
ïîäìíîæåñòâî:
supp(A) = {x | µA(x) > 0}, x ∈ E1 (3)
Îïðåäåëåíèå 5. Äëß ëþáîé âîçìîæíîñòíîé ïåðåìåííîé A è ëþáîãî α ∈ [0, 1],
α-óðîâíåâûì ìíîæåñòâîì Aα íàçûâàåòñß:
• Aα = {x ∈ E1 | µA(x) > α}, äëß α ∈ (0, 1],
• Aα = cl(supp(A)), äëß α = 0,
ãäå cl(supp(A))  çàìûêàíèå íîñèòåëß âîçìîæíîñòíîé ïåðåìåííîé A.
Îïðåäåëåíèå 6. Âîçìîæíîñòíàß ïåðåìåííàß A íàçûâàåòñß âûïóêëîé, åñëè åå
ôóíêöèß ðàñïðåäåëåíèß ßâëßåòñß êâàçèâîãíóòîé:
µA(λx1 + (1− λ)x2) > min{µA(x1), µA(x2)}, λ ∈ [0, 1], x1, x2 ∈ E1 (4)
Êàê ïðàâèëî, âîçìîæíîñòíûå ïåðåìåííûå íà ÷èñëîâîé ïðßìîé, êîòîðûå õàðàê-
òåðèçóþòñß ñòðîãî óíèìîäàëüíûìè, êâàçèâîãíóòûìè, ïîëóíåïðåðûâíûìè ñâåðõó
ôóíêöèßìè ðàñïðåäåëåíèß è îãðàíè÷åííûìè íîñèòåëßìè, íàçûâàþòñß íå÷åòêèìè
÷èñëàìè. Ïðè ýòîì åñëè ôóíêöèß ïðèíàäëåæíîñòè íå ßâëßåòñß ñòðîãî óíèìîäàëü-
íîé, òî âîçìîæíîñòíàß ïåðåìåííàß íàçûâàåòñß íå÷åòêèì èíòåðâàëîì.
Èçâåñòåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò [16]. Ïóñòü g : E1 → E1 è ñóùåñòâóåò g−1,
A  âîçìîæíîñòíàß ïåðåìåííàß, îïðåäåëåííàß íà âîçìîæíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå
(Γ,P(Γ), pi). Òîãäà B = g(A) íàçûâàåòñß ôóíêöèåé âîçìîæíîñòíîé âåëè÷èíû. Ïðè





µA(u) = µA(g−1(x)) ∀x ∈ E1
0 g−1(t) = ∅, ∀t ∈ E1
(5)
Äëß ìîäåëèðîâàíèß íå÷åòêèõ ÷èñåë è íå÷åòêèõ èíòåðâàëîâ ÷àñòî ïîëüçóþòñß
òàê íàçûâàåìûìè íå÷åòêèìè âåëè÷èíàìè (L,R)-òèïà [5, 6, 4].
Îïðåäåëåíèå 7. (L,R)-ôóíêöèßìè, èëè ôóíêöèßìè ïðåäñòàâëåíèß ôîðìû, íà-
çûâàþòñß íåâîçðàñòàþùèå, ïîëóíåïðåðûâíûå ñâåðõó, îïðåäåëåííûå íà íåîòðèöà-
òåëüíîé ÷àñòè ÷èñëîâîé ïðßìîé ôóíêöèè, îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1. L(0) = R(0) = 1,
2. L(t), R(t) < 1 ∀t > 0,
3. lim
t→∞L(t) = limt→∞R(t) = 0.
Îïðåäåëåíèå 8. Âîçìîæíîñòíàß âåëè÷èíà A íàçûâàåòñß âîçìîæíîñòíîé âå-








, x < a,






, x > b.
(6)
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Çäåñü [a, b]  åñòü èíòåðâàë òîëåðàíòíîñòè A; a è b  ñîîòâåòñòâåííî, íèæíåå
è âåðõíåå ìîäàëüíûå çíà÷åíèß; α è β  êîýôôèöèåíòû íå÷åòêîñòè, ïîçâîëßþùèå
óïðàâëßòü íå÷åòêîñòüþ, èëè ¾ðàçìûòîñòüþ¿, âîçìîæíîñòíîé âåëè÷èíû.
Áóäåì îáîçíà÷àòü íå÷åòêèå èíòåðâàëû ñëåäóþùèì êîðòåæîì:A = (a, b, α, β)LR.
Åñëè a = b, òî íå÷åòêèé èíòåðâàë ñâîäèòñß ê íå÷åòêîìó ÷èñëó: A = (a, α, β)LR.
Ïðèìåð 1. Åñëè â êà÷åñòâå ôóíêöèé ïðåäñòàâëåíèß ëåâîé è ïðàâîé ôîðì âçßòü
ëèíåéíóþ ôóíêöèþ: L(x) = R(x) = 1−x, òî äëß ñëó÷àß íå÷åòêèõ ÷èñåë ìû ïîëó-
÷àåì òàê íàçûâàåìûå òðèàíãóëßðíûå íå÷åòêèå ïåðåìåííûå, à â ñëó÷àå íå÷åòêèõ
èíòåðâàëîâ  òðàïåöèåâèäíûå íå÷åòêèå ïåðåìåííûå.
Èíîãäà áûâàåò óäîáíî ïîëüçîâàòüñß àëüòåðíàòèâíûì îïðåäåëåíèåì âîçìîæ-
íîñòíîé âåëè÷èíû (L,R)-òèïà [11].
Îïðåäåëåíèå 9. Âîçìîæíîñòíàß âåëè÷èíà A íàçûâàåòñß âîçìîæíîñòíîé âå-
ëè÷èíîé (L,R)-òèïà, åñëè åå ðàñïðåäåëåíèå èìååò âèä:
µA(x)=
 L (a− x), x < a,1, a 6 x 6 b,
R (x− b), x > b.
(7)
Ïðè ýòîì ñìûñë êîýôôèöèåíòîâ a è b îñòàåòñß ïðåæíèì. Â äàííîì îïðåäåëå-
íèè êîýôôèöèåíòû íå÷åòêîñòè â ßâíîì âèäå íå ó÷èòûâàþòñß, è ôóíêöèè ôîðìû
ðàññìàòðèâàþòñß èìåííî â òàêîì ïðåäñòàâëåíèè, â êîòîðîì îíè äàíû. Îáîçíà÷àòü
äàííûå íå÷åòêèå âåëè÷èíû ìû áóäåì êàê A = (a, b, L,R). Î÷åâèäíî, ÷òî îïðåäå-
ëåíèß 8 è 9 ýêâèâàëåíòíû. Ðàçíèöà çàêëþ÷àåòñß â òîì, ÷òî ïåðâîå îïðåäåëåíèå
ïîçâîëßåò ðàññìàòðèâàòü êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíêöèé ïðåäñòàâëåíèß ôîð-
ìû, â òî âðåìß êàê âòîðîå îïðåäåëåíèå ðàññìàòðèâàåò ôóíêöèè ïðåäñòàâëåíèß
ôîðìû òàêèìè, êàêèå îíè åñòü.
Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî âîçìîæíîñòíûå âåëè÷èíû (L,R)-òèïà óäîáíû
òàêæå è òåì, ÷òî èõ ðàñïðåäåëåíèß ßâëßþòñß ïàðàìåòðèçîâàííûìè, è äëß èñ÷èñëå-
íèé, ïîñòðîåííûõ íà íåêîòîðûõ t-íîðìàõ (íàïðèìåð, õîðîøî èçâåñòíîé TM (x, y) =
min(x, y)), âûïîëíåíèå îñíîâíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä âîçìîæíîñòíûìè
âåëè÷èíàìè ñâîäèòñß ê âûïîëíåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàöèé íàä ïàðàìåòðàìè,
ïðè ýòîì åñëè ôóíêöèè ïðåäñòàâëåíèß ëåâûõ (ïðàâûõ) ôîðì îïåðàíäîâ ñîîòâåò-
ñòâåííî ñîâïàäàþò, òî è ó ðåçóëüòàòà áóäåò òî÷íî òàêàß æå ëåâàß (ïðàâàß) ôîðìà.
Äàííîå ñâîéñòâî, ïðèñóùåå íåêîòîðûì t-íîðìàì, íàçûâàåòñß ñâîéñòâîì ñîõðàíå-
íèß ôîðìû [12].
2. Àãðåãèðîâàíèå íå÷åòêîé èíôîðìàöèè è îïèñàíèå óñëîâèé âçàèìî-
äåéñòâèß íå÷åòêèõ âåëè÷èí íà îñíîâå t-íîðì. Àãðåãèðîâàíèå íå÷åòêîé èí-
ôîðìàöèè îñíîâàíî íà òàê íàçûâàåìûõ t-íîðìàõ è t-êîíîðìàõ, êîòîðûå ðàñøèðß-
þò îïåðàöèè min è max, çàëîæåííûå â îïåðàöèßõ íàä íå÷åòêèìè ïîäìíîæåñòâàìè
è âîçìîæíîñòíûìè ïåðåìåííûìè [15, 19, 14].
Îïðåäåëåíèå 10. Îòîáðàæåíèå T : [0, 1]×[0, 1]→ [0, 1] íàçûâàåòñß òðåóãîëüíîé
íîðìîé (èëè t-íîðìîé), åñëè T  ñèììåòðè÷íîå, àññîöèàòèâíîå, íåâîçðàñòàþùåå
ïî êàæäîìó èç àðãóìåíòîâ è T (x, 1) = x äëß ëþáîãî x ∈ [0, 1]:
1. T (1, x) = x, îãðàíè÷åííîñòü,
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2. T (x, y) = T (y, x), ñèììåòðè÷íîñòü,
3. T (x, T (y, z)) = T (T (x, y), z), àññîöèàòèâíîñòü,
4. T (w, y) 6 T (x, z), åñëè w 6 x, y 6 z, ìîíîòîííîñòü.
Ïðèìåð 2. Ïðèìåðàìè íåêîòîðûõ õîðîøî èçâåñòíûõ t-íîðì ßâëßþòñß:
1. TW (x, y)=
{
min{x, y}, åñëè max{x, y} = 1,
0, èíà÷å,
2. t-íîðìà Ëóêàøåâè÷à TL(x, y) = max{x+ y − 1, 0},
3. àëãåáðàè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå TP (x, y) = xy,
4. îïåðàöèß âçßòèß ìèíèìóìà TM (x, y) = min{x, y}.
Ìîæåò áûòü äîêàçàíà ñëåäóþùàß òåîðåìà [7]:
Òåîðåìà 1. Åñëè T åñòü t-íîðìà, òî ∀x, y ∈ [0, 1]
TW (x, y) 6 T (x, y) 6 TM (x, y).
Òðåóãîëüíûå íîðìû TW è TM ßâëßþòñß ýêñòðåìàëüíûìè, ïðè ýòîì TM íàçû-
âàåòñß ñèëüíîé, à TW  ñëàáîé t-íîðìàìè. Òàêèì îáðàçîì íå ñóùåñòâóåò t-íîðìû
áîëåå ñëàáîé, ÷åì TW , è t-íîðìû áîëåå ñèëüíîé, ÷åì TM .
Âñå ïðèâåäåííûå â ïîñëåäíåì ïðèìåðå t-íîðìû ñâßçàíû ñëåäóþùèìè íåðàâåí-
ñòâàìè:
TW (x, y) 6 TL(x, y) 6 TP (x, y) 6 TM (x, y).
Îïðåäåëåíèå 11. t-íîðìà T íàçûâàåòñß Àðõèìåäîâîé, åñëè T ßâëßåòñß íåïðå-
ðûâíîé è T (x, x) < x äëß ëþáîãî x ∈ (0, 1).
Ïðèìåð 3. Òðåóãîëüíûå íîðìû TP è TL ßâëßþòñß Àðõèìåäîâûìè.
Îïðåäåëåíèå 12. t-íîðìà T íàçûâàåòñß ñòðîãîé, åñëè îíà ñòðîãî âîçðàñòàåò
ïî îáîèì àðãóìåíòàì. Íåñòðîãàß Àðõèìåäîâà t-íîðìà íàçûâàåòñß íóëüïîòåíò-
íîé.
Ïðèìåð 4. Òðåóãîëüíàß íîðìà TP ßâëßåòñß ñòðîãîé, à TL  íóëüïîòåíòíîé.
Ëþáàß Àðõèìåäîâà t-íîðìà çàäàåòñß íåïðåðûâíîé óáûâàþùåé ôóíêöèåé f :
[0, 1]→ [0,∞] ñ f(1) = 0:
T (x, y) = f [−1](f(x) + f(y)), (8)
ãäå f [−1]  ýòî ïñåâäîîáðàòíàß äëß f ôóíêöèß, îïðåäåëßåìàß êàê:
f [−1](y):=
{
f−1(y) y ∈ [0, f(0)]
0 y ∈ (f(0),∞) (9)
Ôóíêöèß f íàçûâàåòñß àääèòèâíûì ãåíåðàòîðîì t-íîðìû T .
Îïðåäåëèì òåïåðü ïîíßòèß T -ñâßçàííîñòè âîçìîæíîñòíûõ âåëè÷èí è èõ T -
ñóììû.
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Îïðåäåëåíèå 13. Ïóñòü äàíû âîçìîæíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Γ,P(Γ), pi) è t-
íîðìà T . Ìíîæåñòâà X1, . . . , Xn ∈ P(Γ) íàçûâàþòñß âçàèìíî T -ñâßçàííûìè,
åñëè äëß ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà {i1, . . . , ik} ìíîæåñòâà {1, . . . , n}, 1 6 k 6 n:
pi
(










pi(Xi1), . . . , pi(Xik)
)
= T (T (. . . T (T (pi(Xi1), pi(Xi2)), pi(Xi3)), . . . pi(Xik−1)), pi(Xik))
Ïóñòü A1, . . . , An åñòü âîçìîæíîñòíûå âåëè÷èíû, îïðåäåëåííûå íà âîçìîæíîñò-
íîì ïðîñòðàíñòâå (Γ,P(Γ), pi).
Îïðåäåëåíèå 14. Âîçìîæíîñòíûå âåëè÷èíû A1, . . . , An íàçûâàþòñß âçàèìíî
T -ñâßçàííûìè, åñëè äëß ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà {i1, . . . , ik} ìíîæåñòâà {1, . . . , n},
1 6 k 6 n:
µAi1 ,...,Aik (xi1 , . . . , xik) = pi(γ ∈ Γ |Ai1(γ) = xi1 , . . . , Aik(γ) = xik) =
pi(A−1i1 {xi1} ∩ . . . ∩A−1ik {xik}) =
T (pi(A−1i1 {xi1}), . . . , A−1ik {xik}), xij ∈ E1.
Ïóñòü T  íåêîòîðàß t-íîðìà, à A1 è A2  íå÷åòêèå ÷èñëà. Òîãäà ôóíêöèß
ðàñïðåäåëåíèß èõ T -ñóììû îïðåäåëßåòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì:
µB(z) = sup
x1+x2=z
T (µA1(x1), µA2(x2)), z ∈ E1
Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:
µB(z) = sup
x1+x2=z
f [−1](f(µA1(x1)) + f(µA2(x2))), z ∈ E1
ãäå f  àääèòèâíûé ãåíåðàòîð T .
Èñïîëüçóß ñâîéñòâî àññîöèàòèâíîñòè òðåóãîëüíîé íîðìû, ïîëó÷àåì äëß T -





















z ∈ E1 (10)
Ñàìàß âàæíàß îñîáåííîñòü t-íîðì çàêëþ÷àåòñß â òîì, ÷òî îíè ïîçâîëßþò êîí-
òðîëèðîâàòü ðîñò íåîïðåäåëåííîñòè (¾íå÷åòêîñòè¿), íåìèíóåìî âîçíèêàþùèé ïðè
âûïîëíåíèè àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä íå÷åòêèìè ÷èñëàìè. Íàïðèìåð, ïðè
èñïîëüçîâàíèè ñèëüíîé t-íîðìû TM ïðè ñëîæåíèè äâóõ íå÷åòêèõ ÷èñåë (L,R)-
òèïà, èõ êîýôôèöèåíòû íå÷åòêîñòè ñêëàäûâàþòñß:
(a, α1, β1)LR ⊕M (b, α2, β2)LR = (a+ b, α1 + α2, β1 + β2)LR.
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Êîýôôèöèåíò íå÷åòêîñòè ñóììû íå÷åòêèõ âåëè÷èí åñòü ñóììà ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ êîýôôèöèåíòîâ íå÷åòêîñòè îïåðàíäîâ. Òàêèì îáðàçîì íå÷åòêîñòü ðåçóëüòàòà
âîçðàñòàåò. Ïðè èíòåíñèâíûõ âû÷èñëåíèßõ îíà ìîæåò âûðàñòè íàñòîëüêî, ÷òî ïî-
ßâëßåòñß ðèñê ïîòåðè âñßêîãî ïðàêòè÷åñêîãî ñìûñëà ðåçóëüòàòà.
Ïðè ïîìîùè äðóãèõ t-íîðì, îòëè÷íûõ îò TM , ìîæíî äîáèòüñß ñóùåñòâåííî
áîëåå ìåäëåííîãî ðîñòà íåîïðåäåëåííîñòè.
3. Âçâåøåííàß ñóììà, îñíîâàííàß íà ñëàáîé t-íîðìå TW . Õîðîøî èç-
âåñòåí ðåçóëüòàò ñëîæåíèß n íå÷åòêèõ èíòåðâàëîâ ñ îäèíàêîâûìè ôîðìàìè îòíî-
ñèòåëüíî ñëàáîé t-íîðìû TW .




Ai îïðåäåëßåòñß íà óðîâíå ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèé ñëåäóþùåé






















Òàêèì îáðàçîì êîýôôèöèåíòû íå÷åòêîñòè ñóììû âîçìîæíîñòíûõ âåëè÷èí, îñíî-
âàííîé íà ñëàáîé t-íîðìå TW , âû÷èñëßþòñß êàê ìàêñèìóì èç ñîîòâåòñòâóþùèõ
êîýôôèöèåíòîâ íå÷åòêîñòè îïåðàíäîâ. Ïðè ýòîì åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ôóíêöèè ïðåäñòàâëåíèß ôîðìû L è R îïåðàíäîâ ßâëßþòñß
îäèíàêîâûìè.
Ëåãêî äîêàçûâàåòñß ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü èìååòñß n íå÷åòêèõ èíòåðâàëîâ: Ai = (ai, bi, αi, βi)LR,
i = 1 . . . n. Òîãäà TW -ñóììà
⊕n
TWi=1























Îáîáùèì òåïåðü ñëåäñòâèå 1 íà ñëó÷àé âçâåøåííîé ñóììû íå÷åòêèõ âåëè÷èí,
â êîòîðîé îïåðàíäû èìåþò ðàçëè÷íûå ôóíêöèè ïðåäñòàâëåíèß ôîðìû: Li, Ri, i =
1 . . . n.
Â ðàáîòå [11] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñëîæåíèå ëþáîãî êîëè÷åñòâà íå÷åòêèõ èíòåð-






















Ti=1 Si  ôóíêöèîíàë, âû÷èñëßþùèé ïî ôóíêöèßì ïðåäñòàâëåíèß ôîðìû
îïåðàíäîâ (Si, i = 1 . . . n) ôóíêöèþ ïðåäñòàâëåíèß ôîðìû ðåçóëüòàòà. Òî åñòü ìû
ìîæåì îòäåëüíî ðàññ÷èòàòü èíòåðâàë òîëåðàíòíîñòè ðåçóëüòàòà êàê ñóììó èí-
òåðâàëîâ òîëåðàíòíîñòè îïåðàíäîâ, à çàòåì íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ðàññ÷èòàòü
T -ñóììó ëåâûõ ôîðì îïåðàíäîâ, ïîëó÷èâ ïðè ýòîì ëåâóþ ôîðìó ðåçóëüòàòà, è
T -ñóììó ïðàâûõ ôîðì îïåðàíäîâ, ïîëó÷èâ ïðè ýòîì ïðàâóþ ôîðìó ðåçóëüòàòà.
Èíûìè ñëîâàìè â ôîðìèðîâàíèè ôóíêöèè ïðåäñòàâëåíèß ëåâîé (ïðàâîé) ôîðìû
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ðåçóëüòàòà ó÷àñòâóþò òîëüêî ôóíêöèè ïðåäñòàâëåíèß ëåâûõ (ïðàâûõ) ôîðì îïå-
ðàíäîâ.




Si = max{S1, . . . , Sn}, (14)
ãäå TW  ñëàáàß t-íîðìà.
Èñïîëüçóß äàííûå ðåçóëüòàòû, ëåãêî ðàñïðîñòðàíèòü ñëåäñòâèå 1 íà ñëó÷àé
âçâåøåííîé ñóììû íå÷åòêèõ èíòåðâàëîâ ñ ðàçëè÷íûìè ëåâûìè è ïðàâûìè ôîð-
ìàìè.
Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü A1, . . . , An  íå÷åòêèå èíòåðâàëû (L,R)-òèïà:































Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî [16] äëß λiAi ïîëó÷àåì:




















































































×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Äîêàæåì òåïåðü ëåììó, ïîçâîëßþùóþ âû÷èñëßòü ãðàíèöû α-óðîâíåâûõ ìíî-
æåñòâ äëß âçâåøåííîé TW -ñóììû íå÷åòêèõ âåëè÷èí. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî
áëàãîäàðß ñâîéñòâó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèé ïðåäñòàâëåíèß ôîðìû, äëß âû÷èñëå-
íèß ãðàíèö α-óðîâíåâîãî ìíîæåñòâà ñîâñåì íå îáßçàòåëüíî óìåòü âû÷èñëßòü ñàìó
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèß âîçìîæíîñòåé âçâåøåííîé TW -ñóììû.
Ïóñòü f ôóíêöèß ïðåäñòàâëåíèß ôîðìû. Ââåäåì ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå
îáîçíà÷åíèå argval, îïðåäåëßåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:
argvalαf = {x | f(x) = α} (16a)
Äëß ëþáîãî α èç îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè f ìíîæåñòâî argvalαf ßâëßåòñß íåïó-
ñòûì, ïðè ýòîì åñëè f  ñòðîãî óáûâàþùàß ôóíêöèß, òî argvalαf ñîñòîèò èç
îäíîãî åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà. Äëß íåñòðîãèõ ôóíêöèé äîîïðåäåëèì argval êàê:
argvalαf = max{x | f(x) = α} (16b)
Ïðåæäå äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó.
Ëåììà 1. Ïóñòü f1, . . . , fn  ôóíêöèè ïðåäñòàâëåíèß ôîðìû, α ∈ (0, 1]  ôèê-
ñèðîâàííàß êîíñòàíòà. Òîãäà äëß f∗ = maxni=1 fi èìååì:





Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x1 = argvalαf1, . . ., xn = argvalαfn. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
x∗ ∈ {x1, . . . , xn}. Äåéñòâèòåëüíî, x∗ = argvalαf∗ =⇒ α = f∗(x∗) = maxni=1 fi(x∗) =
fj(x∗) äëß íåêîòîðîãî j ∈ {1, . . . , n}, èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî x∗ = argvalαfj = xj ∈
{x1, . . . , xn}.
Óïîðßäî÷èì âñå xi ïî âîçðàñòàíèþ: xi1 6 . . . 6 xin . Ðàññìîòðèì äâà ïåðâûõ
ýëåìåíòà ïîëó÷èâøåéñß ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: xi1 è xi2 , è äâå ñîîòâåòñòâóþùèå èì





fi2(xi1) > fi2(xi2)︸ ︷︷ ︸
α
îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî fi1(xi1) 6 fi2(xi1). Ðàññìàòðèâàß ïîïàðíî âñå çàäàííûå
ôóíêöèè ïðåäñòàâëåíèß ôîðìû, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó íåðàâåíñòâ:
fi1(xi1)︸ ︷︷ ︸
α
6 fi2(xi1) 6 . . . 6 fin(xi1) = f∗(xi1)
fi1(xi2) 6 fi2(xi2)︸ ︷︷ ︸
α
6 . . . 6 fin(xi2) = f∗(xi2)
. . .









Èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî x∗ = xin , îäíàêî â ñèëó óïîðßäî÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{xij} èìååì, ÷òî xin = maxni=1{xi}. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Ëåììà 2. Ïóñòü A1, . . . , An  íå÷åòêèå èíòåðâàëû (L,R)-òèïà:
Ai = (ai, bi, αi, βi)LiRi è ïóñòü λi > 0, i = 1 . . . n. Òîãäà ãðàíèöû α-óðîâíåâîãî





















, α ∈ (0, 1] (18)











Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå α-óðîâíåâîå ìíîæåñòâî âçâåøåííîé TW -
ñóììû íå÷åòêèõ âåëè÷èí ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà ñîäåðæèò â ñåáå èíòåðâàë òîëå-





Äàëåå, ñîãëàñíî óïîìßíóòûì âûøå ðàáîòàì, â îïðåäåëåíèè ëåâîé (ïðàâîé) ôîð-
ìû ðåçóëüòàòà èãðàþò ðîëü òîëüêî ëåâûå (ïðàâûå) ôîðìû îïåðàíäîâ. Ðàññìîòðèì
ëåâûå ôîðìû îïåðàíäîâ. Çàòåì òå æå ðàññóæäåíèß ìîæíî áóäåò ïðèìåíèòü è ê
ïðàâûì ôîðìàì îïåðàíäîâ.











Âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé 1, íàõîäèì òàêîå x∗, ÷òî L∗(x∗) = α, à èìåííî:















Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî x∗ ßâëßåòñß ïðèðàùåíèåì, êîòîðîå íåîáõîäèìî âû÷åñòü
èç ëåâîé ãðàíèöû èíòåðâàëà òîëåðàíòíîñòè âçâåøåííîé ñóììû, äëß òîãî ÷òîáû
ïîëó÷èòü ëåâóþ ãðàíèöó α-óðîâíåâîãî ìíîæåñòâà.
×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
4. Ïðèìåðû èäåíòèôèêàöèè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèß TW -ñóììû è
ðàñ÷åòà ãðàíèö α-óðîâíåâûõ ìíîæåñòâ.






1 + |3− x|
}
, µB(x) = max
{
















Ïóñòü λ1 = 2, λ2 = 3. Íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå âîçìîæíîñòåé ñëåäóþùåé íå÷åò-
êîé âåëè÷èíû: 2A⊕TW 3B.
Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1:
Z = 2A⊕TW 3B = (4, 20, P, P ) , (ñì.ðèñ.5)
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Ðèñ. 1: Íå÷åòêèå âåëè÷èíû A è B




























, 0 6 x 6 8
5
5 + x/2
, x > 8
Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèß êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèß 55+x/2 = 1 − x
2
144 , ïîëó÷àåì òðè
êîðíß x1 = 0, x2 = −18 è x3 = 8, èç êîòîðûõ íàì ïîäõîäèò òîëüêî îäèí x3 = 8.
Íà ðèñóíêå 6 èçîáðàæåíû îäíîâðåìåííî âîçìîæíîñòíûå âåëè÷èíû A, B è èõ
âçâåøåííàß TW -ñóììà.
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Ðèñ. 3: Ôóíêöèè ïðåäñòàâëåíèß ôîðìû ïîñëå óìíîæåíèß íà êîýôôèöèåíòû λ1 è λ2
Ðèñ. 4: Ôóíêöèß ïðåäñòàâëåíèß ôîðìû âçâåøåííîé TW -ñóììû
Ïðèìåð 2. Â óñëîâèßõ ïðèìåðà 1 íàéäåì ãðàíèöû α-óðîâíåâîãî ìíîæåñòâà äëß
α1 = 0.5.
Ñîãëàñíî ëåììå 2:



























Òàê êàê max{10, 8.485} = 10, òî ïîëó÷àåì
[2A⊕TW 3B]0.5 = [4− 10, 20 + 10] = [−6, 30] (ñì.ðèñ.5)
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Ðèñ. 5: Ðàñïðåäåëåíèå âçâåøåííîé TW -ñóììû è α-óðîâíåâûå ìíîæåñòâà
Ðèñ. 6: Íå÷åòêèå âåëè÷èíû A è B è èõ âçâåøåííàß TW -ñóììà
Ïðèìåð 3. Â óñëîâèßõ ïðèìåðà 1 íàéäåì ãðàíèöû α-óðîâíåâîãî ìíîæåñòâà äëß
α2 = 0.8.
Ñîãëàñíî ëåììå 2:



























Òàê êàê max{2.5, 5.367} = 5.367, òî ïîëó÷àåì
[2A⊕TW 3B]0.8 = [4− 5.367, 20 + 5.367] = [−1.367, 25.367] (ñì.ðèñ.5)
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Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå ðàçâèòî èñ÷èñëåíèå âçàèìíî T -ñâßçàííûõ íå÷åòêèõ
âåëè÷èí. Ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, ïîçâîëßþùèå èäåíòèôèöèðîâàòü ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèß ñóììû âçàèìíî TW -ñâßçàííûõ íå÷åòêèõ âåëè÷èí è ðàññ÷èòûâàòü èõ
α-óðîâíåâûå ìíîæåñòâà. Â ïëàíå ðàçâèòèß ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ â äàëüíåé-
øåì ïðåäñòàâëßåòñß öåëåñîîáðàçíûì ðàñïðîñòðàíèòü ýòè ðåçóëüòàòû è íà äðóãèå
t-íîðìû.
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